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合工大（共创）考研辅导中心 

2009 概率论与数理统计冲刺班讲义 
 

概率论与统计的考试重点与典型例题分析 
 
（一）事件及其概率 

 
考试重点提示 

 

1
① 概率基本公式的应用 
如：0 ( 、且  但若)P A≤ ≤ ( ) 0P ∅ = ( ) 0P A = 则不一定有 A =∅；及加法、求余公式、

减法公式、乘法公式及条件概率公式的应用 
② 古典概型与几何概型的计算 

特别是：取球问题的计算 

③ 全概率公式及 Bayes 公式的应用 

关键是有一组完备事件组： 先发生，在之后事件 B 发生，一定是全概率 1 2, , , nA A A"
公式的应用 

④ 事件的独立与 Bernulli 概型的应用 

考试注意：古典概型的取球问题、全概率公式的应用、Bernulli 概型与二项概率公式。 

    

典型例题分析 
例 1  设 ,A B为随机事件，且 ，则必有（     ） ( ) 0, ( | ) 1P A P B A> =

B⊂        （D） ( ) 0P AB =（A） A = Ω        （B） A B A⊃        （C） .
( | ) 1 ( ) ( ) ( ) 0P B A P BA P A P A B= ⇔ = ⇔ − =

           

解：  ，则 ( ) 0P AB .= ■ 
 

0 ( ) 1,P A例 2 设 A、B 是二事件，当 < <  ( / ) ( / )P A B P A B= 、 、( / ) 1/ 3P A B =
( ) 3 / 4P A B =∪ ( )P B A− =，则                   

解 ： ( / ) ( / )P A B P A B= ⇔ A B与 独立 ， 所 以 ，( / ) ( )=1/ 3P A B P A=
3/ 4 ( )=1- ( )P A B P AB= ∪  

1 1=1- ( ) ( ) 1 ( )(1 ( )) 1 (1 ( )), ( )
3 4

P A P B P A P B P B P B= − − = − − ∴ =

( ) ( ) ( )P B A P B P AB− = −

， 

则
1 1 1( )(1 ( )) (1 )
4 3 6

P B P A= − = − =      ■ 

     
例 3 设 10 件产品中有 3件次品，因需要已经使用了 2 件,现对剩下的 8件任取二件，试 

求：1）这二件恰有一件次品的概率；2）这二件有一件次品的条件下，使用过的 2件均是正

品的概率。（注意到：一次取 n 件与每次取一件不返回的取 n 次，概率是相同的） 

解：   考察古典概型与全概率公式的应用 
设 { i } iiA = 用过的两件有 件次品（ ＝0，1，2），

2

B＝{这两件恰有一件次品}，注意

到 

0 1A A A、 、 是完备事件组，B 发生在后，典型的全概率公式问题 

I）α＝P(B)＝
2

0

( ) ( / )i i
i

P A P B A
=

=∑
0 2 1 1 1 1 1 1 2 0 1 1
3 7 3 5 3 7 2 6 3 7 1 7

2 2 2 2 2 2
10 8 10 8 10 8

C C C C C C C C C C C C
C C C C C C

+ + ＝
7

15
； 
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由 Bayes 公式可得：II） =β 0 0( ) ( / )
( )

P A P B A
P B

＝

7 15
1515 28

7 28
15

=        ■ 

（二）一维随机变量及其分布 
 
考试重点提示 

①  随机变量及其分布（分布函数、分布律及分布密度函数） 
定义、基本性质、函数间的关系及相应的概率计算公式的应用，如 

 

( ) ( )F x P X x= ≤ 、  ( ) ( )P a X b F b F a< ≤ = − ( ) ( )
i

b

ia
a x b

f x dx p
< ≤

= = ∑∫  

② 常见八个常用分布，特别其中五个重要分布（分布律、密度函数及其分布函数等） 
③ 求随机变量的函数分布的方法 
     已知  ~ ( )XX f x 求 的密度函数( )Y g X= ( )Yf y  

二种方法：1）公式法      
★2）分布函数法：（三步法）  I）确定 y 的取值范围 ；II）由分布函数定义 

( ) ( )YF y P Y y= ≤ 分段讨论；   III）求 '( ) ( )Y Yf y F y=  
④ 均值 ( )E X 、方差 的定义计算公式及其性质的应用 ( )D X

考试注意：熟悉分布函数的定义、特别熟悉常用随机变量的分布、掌握公式与性质求均值、

方差、熟练掌握求随机变量的函数的分布的方法、 

 

典型例题分析 

例 4  设 X Y与 相互独立， X ～ f ( )x ( ) ( )且 f x f x= ~ (3, 1/ 3)、Y B , 则行列式 −

     

0
0 2
1 0 1

X X
Y − > 0的概率：                  .

0
0 2 ( 2)

2
1 0 1

X X
X X

Y X Y
Y

− = = −∵ ，由独立性与 ( ) ( )f x f x− = 可知 解 

( ( 2) 0) ( 0) ( 2) ( 0) ( 2)P X Y P X P Y P X P Yα∴ = − > = > > + < <   

    ＝ 21 1 1 1 2[ ( 2) ( 2)] [1 ( 2)] [1 3( ) ]
2 2 2 3 3

P Y P Y P Y> + < = − = = −

~ ( )

     ■ 

 
λ ，对 X 作三次独立观测，已知最多有二次观测值大于 3 的概率为 91 e−−  X e例 5  设

λ＝             I）参数 ； II） 方差 ＝               2( XD X e−+ )  
解  I） 设Y 是三次独立观测中观测值大于 3 的次数，则 ，而 0~ (3, )Y B p

3
0 ( 3) 1 (3)p P X F e λ−= > = − = ，由于

3 3 9( 2) 1 ( 3) 1 ( ) 1P Y P Y e eλ λ− −≤ = − = = − = − ， 
9( 2) 1P Y e 1λ−≤ = − ∴∵ ， ＝  

II） ＝  2( )XD X e−+ 2 2 2 2( ) ( (X XE X e E X e− −+ − + ))

其中：
2 2 3x

0

1( ) ( ) ( )X XE X e E X E e e dx
λ

+∞− −+ = + = + ∫ − =
1 1
1 3
+

4
＝

3
，    

      2 2 2 2 4( ) ( ) 2 ( ) (X XE X e E X E Xe E eλ− −+ = + + )−
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2 3 4

0 0

2 1 1 109( ( ) ( ( )) ) 2 2
3 3 4 45

x xD X E X xe dx e dx
+∞ +∞− −= + + + =∫ ∫ ＋ ＋ ＝

 

     所以有  ＝
2( )

 

XD X e−+
109
45

－ 2( )4
3

＝
29
45

     ■ 

例 6  设 X～

(1 ), 1 0
( ) (2 ), 0 2

0

A x x
f x B x x

− ≤ <⎧
⎪= − ≤ <⎨
⎪
⎩

＋

， 其他

 ，且 ( ) 1/ 6E X = ，试求： 

I） 常数 A B与 ； II）在 时，密度函数
2 1Y X= − ( )Yf y ；III）均值 . 2( 2E X Y+ )

解  I) 由于 1＝
0 2

1 0
(1 ) (2 ) 2

2
AA x dx B x dx B

−
+ + − = +∫ ∫ ， 

0 2

1 0

1 1(1 ) (2 ) ( 8 )
6 6

A x x dx B x x dx A B
−

= + + − = − +∫ ∫  

解得：   1, 1/ 4A B= =

1 , 1 0
1( ) (2 ), 0 2
4
0

x x

f x x x

− ≤ <⎧
⎪⎪= − ≤ <⎨
⎪
⎪⎩

＋

， 其他

 

    II)  求 时，密度函数
2 1Y X= − ( )Yf y  

  ① ，可得
21 2,x x− < < = −与y 1 01 3, 0y y− < < =

2( ) ( ) ( 1 )F y P Y y P X y= ≤ = − ≤

（分界点） 

  ② 分段讨论：  

1, ( ) 0 : 3, ( ) 1Y Yy F y y F x< − = ≥ =  

21 0, ( ) ( 1 ) ( 1 1)y F y P X y P y X y− ≤ < = − ≤ = − + ≤ ≤ +        

0 1

1 0

1(1 ) (2 )
4

y

y
x dx x dx

+

− +
+ + −∫ ∫                   =  

0 3, ( ) ( 1 1)y F y P y X y≤ < = − + ≤ ≤ +       

0 1

1 0

1(1 ) (2 )
4

y
x dx x dx

+

−
= + + −∫ ∫                   

③  

1 6( 5), 1 0
8 1
1 2( ) ( ) ( 1), 0 3
8 1

0,

y
y

f x F x y
y

⎧ − − < <⎪ +⎪
⎪

′= = − ≤ <⎨
+⎪

⎪
⎪
⎩

其他

E X Y+ 2 2 2( 2( 1)) 3 ( ) 2E X X E X+ − = −

 

  III） =  2( 2 )

                 
0 22 2

1 0
3( (1 ) (2 ) ) 2x x dx x x dx

−
= + + − −∫ ∫ =1/4  ■ 
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（三）多维随机变量及其分布 
 
考试重点提示 

① 二维随机变量及其联合分布律、联合密度函数及其性质及相应的概率计算 
如  

( , )
(( , ) ) ( , )

i j

ij
x y DD

P X Y D f x y dxdy p
∈

⊂ = = ∑ ∑∫∫  

② 边缘分布、独立性及相关性的判别及条件分布与条件概率的计算 
如  X 与 Y 相互独立  ( , ) ( ) ( )X YF x y F x F y⇔ =

                 
. .

( , ) ( ) ( ) ,
,

X Y

ij i j

f x y f x f y x y
p p p i j

= ∀⎧
⇔ ⎨ = ∀⎩

 

   X 与 Y 相互独立⇒不相关（仅（X，Y）服从二维正态分布除外，是充要条件） 

条件密度函数  /
( , )( / ) , ( ) 0

( )X Y Y
Y

f x yf x y f y
f y

= >    

③  与( , )COV X Y XYρ 的定义及计算公式、常用性质 
如 、 ( , ) ( ) ( ) ( )COV X Y E XY E X E Y= −

( , )COV aX bY cZ+ = ( , )abCOV X Y ( , )acCOV X Z+  
X 与 Y 不 相 关

 ( , ) 0 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )COV X Y E XY E X E Y D X Y D X D Y⇔ = ⇔ = ⇔ ± = +

/
④  多维随机变量函数的分布 

简单的函数： Z 2 2ZX Y Z XY Z X Y= ± = =、 、   X Y= +
Y

、  max{ , }U X Y=
 的分布 min{ , }V X=
重点： 1） 分布函数法：三个步骤 

2 ） X Y= + ( ) ( , )Z z f x z x dx
+∞

−∞
= −∫ ， Z X Y= − ，fZ

f ( ) ( , )Z z f x x z dx
+∞

−∞
= −∫

max{ , }X Y=

 

---- 卷积公式：  

       2） X、Y 独立时  U 分布函数 ( ) ( ) ( )U X YF z F x F y= ; 

min{ , }V X Y= ( ) 1 (1 ( ))(1 ( ))V X YF z F x F y分布函数： = − − −  

考试注意：这是个概率的必考内容，关注：熟练掌握多元分布函数、边缘分布和条件分布

的计算，掌握判断独立性的方法并进行有关的计算，会求两个随机变量函数的分布。 
 

典型例题分析 
例 7 设系统是由两个独立工作的部件构成，每个部件的工作寿命服从参数为λ的指数分布，

且平均工作寿命为 4 个单位，试求在以下两种情况下，系统的工作寿命T 的分布 
  I）两个部件正常时，系统才能正常工作；II）先启动一个部件，故障时另一个自动启动工

作。 
解  设两部件的工作寿命分别是 1 2X X、 ，且对应的密度与分布函数为 

      且
, 0 1 ,

( ) , ( )
0, 0 0, 0

x xe x e x
f x F x

x x

λ λλ − −⎧ ⎧> − 0
= =⎨ ⎨

≥ ≥⎩ ⎩
( ) 2E X

>
= ，所以λ＝1/4 

I） 由题意知： ,及独立性可得，T 的分布函数是 1 2min{ , }T X= X

0

      1 2( ) {min{ , } }ZF z P X X z= ≤ 21 (1 ( ))F z= − −

               （
21 ,

0, 0

ze z
z

λ−⎧ − >
= ⎨

≤⎩
λ＝1/4） 
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21 ,

0, 0

z

e z
z

−⎧⎪ − >= ⎨
⎪ ≤⎩

0

2

 

II) 由题意知： 1T X X= +  ，根据卷积公式  

1 2
( ) ( ) ( )Z X Xf z f x f z x dx

20
( )x

Xe f z x dxλλ
+∞ −= −∫

+∞

−∞
= −∫

; ;

 

   区域   : 0, 0xyD x y> > : 0,xzD x z x⇒ > >  

      0, ( ) 0;Zz f z< = ( ) 2 2

0 0
0, ( )

z zx z x z z
Tz f z e e dx e dx zeλ λ λλ λ λ λ− − − − −≥ = = =∫ ∫ λ

 

  所以   

2 , 0
( )

0, 0

z

T
ze z

f z
z

λλ −⎧ >
= ⎨

≤⎩
   （λ＝1/4） 

              
41 , 0

16
0, 0

z

ze z

z

−⎧
>⎪= ⎨

⎪ ≤⎩

                   ■ 

 

X 表示抽到白球的总数， 例 8 设口袋中有 2 个白球 3 个黑球，连续不放回的任取 3 个，

          ，试求： 
1,
0

Y
⎧

= ⎨
⎩

第三次取得白球

， 其他

I）( 的分布律；II）X,Y) X Y与 的独立性；III）CO ( , 2 )V X X Y+  
X Y与 的可能取值为 0，1，2； 0，1 解  I）求( 的联合分布律， X,Y)

根据题意可得： 

 

   
3 2 1 1( 0, 0) ,
5 4 3 10

P X Y= = = =

0,

      分布律为    Y 
X 

 0   1 
ip  

0 
  

1 
 
 2 

1/10  0 
    ( 0, 1)P X Y= = =

1/10 
   

2 3 2 3 2 2 2( 1, 0) ,
5 4 3 5 4 3 5

P X Y= = = + =  
2/5  1/5 
 
1/10 1/5 

       
3/5 
 
3/10 

   
3 2 2 1( 1, 1) ,
5 4 3 5

P X Y= = = =  

同理可知 3/5   2/5  jp  
   

1( 2, 0) ,
10

P X Y= = =   
1( 2, 1) .
5

P X Y
 1 

= = =  

   II) 由于  11 1 1
1 1 3,

10 10 5
p p p= =i i

( , 2 ) 2 ( ) ( , )COV X X Y D X COV X Y+ = +

  所以不能独立。 

  III）  

 其中： 
3 3 6( ) 1 2 ,
5 10 5

E X = × + × =   2 23 3( ) 2
5 10

E X 9 ,
5

= + × =  

       ＝( )D X 29 6 9( ) ,
5 5 25
− =  

       ＝( , ) ( ) ( ) ( )COV X Y E XY E X E Y= −
1 1 6 2(1 1 2 1 )
5 5 5 5

× × + × × − × =
3
25

 

 所以知，
9 3 2( , 2 ) 2
25 25 25

COV X X Y+ = × + =
1

         ■ 
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例 9  设 ( , )X Y 的联合密度函数为 

                       

2,
( , )

0 ,
Ay x y x

f x y
⎧ < <

= ⎨
⎩ 其他

 ， 试求： 

I） 常数 A；  II）边缘密度 ( )Xf x ； III）
3 1(Y / )
8 2

P X< = 。 

解  由于  所以  ( ) 1,f x dx
+∞

−∞
=∫ 2

1 1 2 4

0 0
1 (

2 1
x

x
)

5
A AA dx ydy x x dx= = − =∫ ∫ ∫ ，即 A=15 

II）    
2

2 215( ) 15 (1 ) 0 1
2

x

X x
f x ydy x x x= = − <∫ <   

        所以有     

2 215 (1 ) 0 1
( ) 2

0,
X

x x x
f x

⎧ − < <⎪= ⎨
⎪⎩ 其他

 

 

III）先求条件密度   

 

0 1x< < 时，有  

2
2 2

/

2 ,( , ) (1 )( / )
( )

0,
Y X

X

y x y xf x y x xf y x
f x

⎧ < <⎪ −= = ⎨
⎪⎩ 其他

 

/ 1/ 2

32 1 1,
( / ) | 3 4 2

0,
Y X x

y y
f y x =

⎧ < <⎪= ⎨
⎪⎩ 其他

， 在 x=1/2 时，

3
8
1
4

3 1 32 5(Y / )
8 2 3 12

P X ydy< = = =∫                ■      所以，

 

例 10  设 ( , )X Y 在G x  上服从均匀分布， 试求： {( , ) / 0 1,1 1}y x x y= < < − < <

   I）函数Z X Y= − ( )Z的密度函数 z ；II） (E X Y− ) ；III） ( )D X Y−  f
X Y= − ( )Z的 fZ解 I）  求 z

0 1,1 1

 

     方法一  分布函数法： 

   ①  x x y< < − < < z x， y− 0 对应 z 的取值 1 1,z z− < < = （分界点） =
②  由分布函数 分段讨论 ( ) { }F z P X Y z= − ≤

1, ( ) { } 0; 1, ( ) 1Z Zz F z P X Y z z F z< − = − ≤ = ≥ = 1）  

 2） 

21 2
1 1

2

(1 ) 11 0, ( ) 2 2 2{1 ( 1)},
4 2

y z
zZ y

x y z

zz F z dxdy dy dx z
+

−
−

− ≤

−
< = = = − + −∫∫ ∫ ∫− ≤  

 3 ） 
21 2

1 1
2

(1 ) 10 1, ( ) 2 1 2 1 2{1 ( 1)},
4 2

x z
zZ x

x y z

zz F z dxdy dx dy z
−

+
−

− ≤

+
≤ < = = − = − − + −∫∫ ∫ ∫  

③     

1 , 1 0
( ) ( ) 1 , 0 1

0,

z z
f z F z z z

+ − ≤ <⎧
⎪′= = − ≤ <⎨
⎪
⎩ 其他

 

方法二  利用卷积公式 ( ) ( , )Zf z f x x z
+∞

−∞
= −∫ dx  

    转换: 0 1,1 1,xyD x x y< < − < < : 0 1, 1 2 1xzD x x z x< < − < < −  
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  由图分段讨论 

① 
1

1
2

1 0, ( ) 2 1
z

zZz f z dx
+

+− < < = = +∫ z ； ② 
1
1

2

0 1, ( ) 2 1zZz f z dx+ z< < = =∫ −  

  所以有             

1 , 1 0
( ) 1 , 0 1

0,

z z
f z z z

+ − ≤ <⎧
⎪= − ≤ <⎨
⎪
⎩ 其他

II） ( ) 2
G

E X Y x y dxdy− = −∫∫
1 2

2 ( ) 2 ( )
D D

x y dxdy y x dxdy= − + −∫∫ ∫∫  

              

1

1 1

1/ 2
4 ( ) 4 ( )

x

x
D

x y dxdy dx x y dy
−

= − = −∫∫ ∫ ∫  

              =1/3 

III)  ( )D X Y− =
2 2( ) [ ( )]E X Y E X Y− − −  

  其中   
2 2 2( ) (( ) ) 2 ( )

G

E X Y E X Y x y dxdy− = − = −∫∫  

 

            ＝
1 1 12 3 3

0 1 0

22 ( ) [( 1) (2 1) ]
3x

dx x y dy x x dx
−

− = − − − −∫ ∫ ∫  

            ＝1/6   

  由此   ( )D X Y− ＝ 21 1( ) 1/18
6 3

= − =               ■ 

 

~ (0,1), ~ ( )X U Y E λ ，试求：I）Z X Y= + 的 ( )Zf z ; 练习 1  设 X Y与 相互独立，且

   II) 在 时，概率( ) 3 / 2E Z = ( 2)P Z ≤    III) CO  ( , 2 )V Z X
 
 

 

 

 

 

 

 

 

{ }练习 2 （X，Y）服从 ( , ) / 1, 1y x y x y= − ≤ + ≤

1, 0
0, 0

X Y
X Y
+ ≥⎧

⎨ + <⎩

1, 0
0, 0

Y
Y
≥⎧

⎨

G x 上的均匀分布， 

令  U＝ ，  V＝
<⎩

     

试求：I）边缘密度函数 ( ) ( )X Yf x f y ； II）X 与 Y 的独立性；III） ( , 的联合分布律；

IV）在 V＝1 时 U 的条件分布律； 
)U V
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四）数理统计 
 
考试重点提示 

① 几个常用统计量及其结论 
  1 ）  X 为 总 体 ， 1, , nX X… 为 样 本 ， 且

2( ) , ( )E X D Xμ σ= = ，  则

2( ) , ( ) /E X D X nμ σ= =   

      2 2 2 1( ) , ( )n
nE S E S

n
2σ σ−

= =  

  2） X 为正态总体
2( , )N μ σ ，

2

~ ( , ),X N X
n
σμ 2与S 相互独立 

② 三个常用分布及其性质 

 

2 2 2

1

~ (
n

i
i

)X nχ χ
=

= ∑    T＝ ~ ( )
/

X t n
Y n

   F＝
/ ~ ( , )
/

X m F m n
Y n

  注意对应的条件 

③ 二个点估计的方法 
  1）矩估计法      

2）极大似然估计方法：ⅰ） 定义法   ⅱ）极值法 （三步法） 

 

④ 估计量的三个评价标准 

最重要的是无偏性 ˆ( )Eθ θ θ= ，有效性、相合性 

⑤ 区间估计与假设检验 

 

考试注意：求统计量的数字特征及统计量的分布，最大似然估计与矩估计、估计量的评价（关

键还是：无偏估计）、区间估计与单正态总体的假设检验统计（检验统计量） 
 

典型例题 
2( , )N例 11  设 X ～ μ σ 1, , n， X X… 1n与 X + 是样本，且 1, , nX X… 的样本均值与样本方

差分别是
1

1 n

i
i

X X
n =

= ∑ 2 2

1

1 ( )
1

n

i
i

S X X
n =

= −
− ∑ ，试求 

（Ⅰ） 1
1

nX X
S

+−
=Y C ～        ， （Ⅱ） 2

2
1Y X S
n

= − 2  是否为
2μ 的无偏估计 

解  I）由于 2
1

1~ (0, )n
nX X N

n
， 1 ~ (0,1)

1
nX X N

n
n

σ

+−
+

； +

+
− σ

  又有
2

2
2

( 1) ~ ( 1)n S nχ
σ
−

− ，而
2SX与 相互独立及 t 分布的定义知： 

        

1

2

2

1

~ ( 1)
( 1) /( 1)

nX X
n

n t n
n S n

σ

σ

+−
+

−
−

−

，由此 1
1 ~ ( 1)

1
nX XnY t

n S
+− n= −

+
； 

  II ）  

2 2 2 2 )2
1 1( ) ( ) ( ) [ ( ) ( ( )) ] (Y E X E S D X E X E S
n n

= − = + −
2

2 21[ ]
n n
σ 2μ σ μ= + − =E  

即 2
2Y μ是 的无偏估计                                         ■ 
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5例 12 设 1, ,X X… 是总体
2~ (0, )X N σ 的样本，

3

1

1
3 i

i

X X
=

= ∑ ，试求 

 I） 
3

2 2
4 5

1

( ) ( )i
i

Y X X X X
=

= − + −∑ ( )时，E Y 、 ；II）考察( )D Y 4 5
3

2

1
( )i

i

X XZ
X X

=

−
=

−∑
的

分布； 

 III） 2

1
Z

服从的分布。 

解  I）   
3 3

2 2 2
2 2

1 1

1 1( ) ~ (2) , ( )i i
i i

X X E X Xχ
σ σ= =

⎡ ⎤− −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑ 2= ； 

又    
2

2 24 5
4 5 2

( )~ (0,2 ) , ~ (1)
2

X XX X N σ χ
σ
−

− ；

2
4 5

2

( ) 1
2

X XE
σ

⎡ ⎤−
=⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

所以   
3

2 2

1

( ) 2i
i

E X X σ
=

⎡ ⎤− =⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ，

2 2
4 5( ) 2E X X σ⎡ ⎤− =⎣ ⎦

2

，则有 

           2 2( ) 2 2 4E Y σ σ σ= + =  

   由于
3

2
2

1

1 ( ) 2 2i
i

D X X
σ =

⎡ ⎤− = × =⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ 4   及

2
4 5

2

( ) 2 1 2
2

X XD
σ

⎡ ⎤−
= × =⎢ ⎥

⎣ ⎦
，则 

   
3

2 2 4 4 4
4 5

1

( ) ( ) ( ) 4 8 12i
i

D Y D X X D X X σ σ σ
=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + − = + =⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
∑  

   II） 由于 4 5 ~ (0,1)
2

X X N
σ
−

，
3

2 2
2

1

1 ( ) ~ (2) ,i
i

X X χ
σ =

−∑  

由 样 本 的 独 立 性 及 t 分 布 定 义 知 ，

4 5

3
2

2
1

2 ~ (2)
1 ( ) / 2i

i

X X

t
X X

σ

σ =

−

， 即

−∑
4 5

3
2

1

~ (2)
( )i

i

X X t
X X

=

−
=

−∑
Z  

   III）由于

2
4 5

2 24 5
33 22

2
11

2( ) ~ (1, 2)
1 ( ) / 2( ) ii

ii

X X
X XZ F

X XX X

σ

σ ==

−⎡ ⎤
⎢ ⎥− ⎣ ⎦= =

−− ∑∑
 

 所以由 f 分布的定义知有 2

1 ~ (2,1)F                       ■ 
Z

       
例 13  设总体 ~ ( , )X U a b （均匀分布） 1, , nX X… 是 X 的样本，试求：I）参数 的

矩估计；II）参数 的的极大似然估计；III）对b 的极大似然估计 求密度函数。 

a b与

a b与 L̂b
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例 14  设总体 X 的密度函数为 
2(ln )

21 , 0( ; ) 2
0, ,

x

e xf x x

θ

θ π

−
−⎧

>⎪= ⎨
⎪
⎩ 其他

,
 

1, , nX X… 是 X 的样本，则（I）求 的极大似然估计θ ˆ
Lθ ；（II）求 的分布；（III）对参

数

lnY = X
3{
2

P Y }β θ= ≤ 的极大似然估计。 

解  I）似然函数  
2 2

1

1(ln ) (ln )
2/ 22

1

1 (2 ) ( 0)
2

n
i i

i

xn x
n

i
i i

L e e x
x

θ θ

π
π

=

− − −− −

=

∑
= =∏ >  

 

1

ln ln 0
n

i
i

d L x n
d

θ
θ =

− =∑=   

1

1ˆ ln
n

L i
i

x
n

θ
=

∴ = ∑  

     
  （II）求 的分布密度，  lnY = X

∞由于 分段讨论： 0, ln , ( , ),x y x z> = ∈ −∞ +对

     =0 0,y < ( ) (ln )YF y P X y= ≤

    0,y ≥
2(ln )

21( ) (ln ) ( )
2

y ixey
Y y P X y P X e e dx

x

θ

π

−
−

−∞
= ≤ = ≤ = ∫F  

 
2( )

21( ) ( ) , ~ ( ,1)
2

y

f y F x e Y N
θ

π

−
−

′= = ∴ θ ; 

III)  
3{ } { } ( )
2 2 2

P Y P Y θ θβ θ θ= ≤ = − ≤ = Φ , 

所以参数 β 的最大似然估计是
1

1ˆ ( ln )
2

n

i
in

β
=

= Φ ∑

2~ ( , )X N

x   .              ■ 

 
μ σ ，做了 10 次测定，计算得样本均值 例 15  设测定某种溶液的水分

0.468(%),x = 0.04(%)s =样本标准差 ，对 0.05α = 时，试求： 

I）μ 的置信度为1 α− 的置信区间；II）能否可以确定该溶液的水份含量明显低于 0.5. 

 

 

, 0 1
~ ( , ) 1 , 1 2

0,

x
X f x x

θ
θ θ

< <⎧
⎪=练习 3 （06－1、3） 设 − ≤ <⎨
⎪
⎩ 其他

， 1, , nX X… 是 X 的样本，其中有

N 个小于 1，试求：θ的极大似然估计 

 

 

 

2

2 , 0
~ ( , )

0,

x x
X f x

θ θ
θ θ

⎧ − <⎪= ⎨
⎪⎩

（ ）

其他

<
1, , nX X…练习 4  ， 是 X 的样本，试求： 

（Ⅰ） θ的矩估计θ̂；（Ⅱ）θ̂关于θ的无偏性；（Ⅲ） ˆ( )D θ 考察θ̂的相合性 

 


